Wilhelm Ackermann — Logiker und
Gymnasiallehrer

Klaus Robering

Auf der Wikipedia-Seite iiber das Gymnasium Arnoldinum (Steinfurt) findet man eine
alphabetische Liste mit dem Titel ,Bekannte Lehrer und Professoren®, die von dem Na-
men Wilhelm Ackermann angefiihrt wird. Nicht jedem Besucher der Webseite wird dieser
Name geldufig sein. Mancher wird daher dankbar von dem Link Gebrauch machen, der
mit diesem Namen verbunden ist, um so zu einer Seite zu gelangen, auf der man erfahrt,
dass es sich bei Ackermann um einen Mathematiker handelt, der durch die ,,Entdeckung"
einer nach ihm benannten Funktion — also der ,,Ackermannfunktion” — ,beriihmt® ge-
worden sei, ,die heute fiir die theoretische Informatik wichtig ist“. Im folgenden versuche
ich (1.) zu erkléaren, was es mit der Ackermannfunktion auf sich hat, und (2.) seine dar-
iiber hinausgehenden Forschungen kurz — und hoffentlich einigermafen verstandlich —
zu beschreiben. Meinen Erklarungsversuchen schicke ich eine kurze biographische Skizze
voraus, um dann zunéchst Ackermanns Definition seiner Funktion zu erklédren, deren Re-
levanz fiir die Informatik zu erlautern und schliefslich den Inhalt seiner weiteren logischen
Forschungen kurz zu charakterisieren.

1 Biographisches

Ackermann wurde am 29. 03. 1896 in Schonebecke (Herscheid, Méarkischer Kreis) als Sohn
eines Lehrers geboren.! Er studierte in Gottingen — damals ein ,Mekka mathemati-
scher und naturwissenschaftlicher Forschung — Mathematik, Physik und Philosophie.
Der Erste Weltkrieg unterbrach sein Studium: 1915 wurde er Soldat und geriet 1917 in
britische Gefangenschaft, aus der 1919 entlassen wurde. Im Jahre 1922 legte er die Wis-
senschaftliche Priifung fiir das Lehramt an héheren Schulen ab; das zweite Staatsexamen
bestand er 1928. Inzwischen hatte er im Jahre 1924 bei David Hilbert (1862-1943), dem
wohl bedeutendsten Mathematiker seiner Zeit, iiber ein logisch-mathematisches Thema
promoviert.? Die mathematische Logik und Grundlagenforschung blieben auch das Spe-
zialagebiet, dem Ackermann seine Forschungsarbeit widmete. Nach der Promotion erhielt
er ein Forschungsstipendium fiir die Universitdt Cambridge (UK).

Vgl. die von seinem Sohn verfasste Kurzbiographie [1, S. 181] sowie die etwas ausfiihrlichere biogra-
phische Skizze von Dieter Remus [41].

2Der Titel der Promotion lautet: Begriindung des tertium non datur durch die Hilbertsche Theorie der
Widerspruchsfreiheit.



Das alles klingt nach dem Beginn einer glinzenden akademischen Karriere und fiithrt auf
die Frage, warum Ackermann nicht Professor der Mathematik an einer Universitét, son-
dern Lehrer fiir dieses Fach wurde: zundchst an der damaligen Johann-Conrad-Schlaun-
Oberrealschule in Miinster, dann ab 1929 in Steinfurt am Arnoldinum,® wo er 1935 Stu-
dienrat wurde, und schliefslich an einem Gymnasium in Liidenscheid. Hilberts Biographin
Constance Reid [40, S. 173] erklért dies damit, dass Hilbert Ackermann seine Unterstiit-
zung entzogen habe, nachdem dieser geheiratet hatte und das Ehepaar Ackermann sein
erstes Kind erwartete.* Hilbert habe dies fiir unvereinbar mit einer wissenschaftlichen
Karriere gehalten. Ohne Hilberts Unterstiitzung war Ackermann also darauf angewiesen,
einen ,Brotberuf“ zu ergreifen.

Reid nennt allerdings keine Quelle fiir diese Behauptung. Hilbert selbst war bei seiner
Eheschliefung 30; vgl. [40, S. 40].5 Ackermanns Sohn wurde Ende Juli 1929 geboren. Ver-
mutlich haben somit seine Eltern Mitte oder Ende 1928 geheiratet, also als Ackermann
selbst 32 war. Mir erscheint es daher fraglich, dass Hilbert Ackermann seine Unterstiit-
zung entzogen hat, weil er seines Erachtens fiir einen Wissenschaftler zu frith geheiratet
hatte. Hilbert wurde, wie damals {iblich, mit 68 eremitiert, also 1930. Nun nehmen die
EinfluRmoglichkeiten eines Ordinarius um so mehr ab, je ndher die Eremitierung riickt.
Hilbert war daher vielleicht einfach in seinen Moglichkeiten, Ackermann weiter zu for-
dern, eingeschrankt. Hinzu kommen zwei weitere Faktoren: Ackermanns Fachprofil als
Logiker und die wirtschaftlich und politisch schwierige Situation Ende der 20er, Anfang
der 30er Jahre. Die mathematische Logik war in den 20er und 30er Jahren noch eine
junger Zweig der Mathematik und wurde von vielen Mathematikern als eine eher exoti-
sche Randdisziplin angesehen wurde.® Ackermann schitzte seine Lage wohl ebenso ein.

3Seine Adresse in Steinfurt war Moltkestrafe 9. Die Nihe zum Bahnhof war wohl giinstig fiir ihn, um
Kontakt zu den Logikern der ,,Schule von Miinster” (s.u.S. 4) zu halten.

“Der Sohn Hans Richard blieb das einzige Kind seiner Eltern. Wie sein Vater wurde er Gymnasiallehrer
fiir Mathematik. — Remus [41, S. 194] und [47, 165, Fn. 116] folgen der Darstellung Reids, die
mir nicht plausibel erscheint und mit den Ausfithrungen H.R. Ackermanns, vgl. den oben folgenden

Haupttext, schlecht vereinbar ist.

"Der bedeutende Mengentheoretiker Abraham A. Fraenkel gibt in seiner Autobiographie eine kurze
Charakteristik Hilberts; vgl. [17, S. 158-160]. Er bemerkt dort: ,Die Zahl der wahren Anekdoten
iiber ihn ist Legion, denn er war ein echtes Original“. Das schliefft natiirlich nicht aus, dass auch
einige falsche im Umlauf sind. — Auf eine der schonsten Hilbert-Anekdoten spielt Fraenkel wohl an,
wenn er schreibt: ,Die Habilitation von Emmy Noether an der Géttinger Universitét setzte er gegen
den Widerstand vieler, auch jlidischer Kollegen [Emmy Noether war jlidischer Herkunft, K.R] durch,
ein Widerstand, der sich iibrigens mehr gegen die Frau als gegen die Jiidin und Salonkommunistin
richtete;™ loc.cit. S. 159. Hilbert soll seinen Kollegen, die die Habilitation einer Frau ablehnten, darauf
hingewiesen haben, dass die Fakultédt schlieflich keine Badeanstalt sei; vgl. [47, S. 129f]. Wallwitz
[47, S. 17] bemerkt iibrigens, dass Hilbert “ein ausgeprigtes Vergniigen an der Beugung scheinbar
eherner Regeln hatte. Sollte davon die Regel “Erst sich habilitieren, dann heiraten“ ausgenommen
gewesen sein? Mit Bezug auf Emmy Noethers Fall bemerkt er [47, S. 130] weiter, dass ,es nicht in sein
Weltbild [passte|, wie ein so begabter Mensch ohne Professorentitel auskommen kénne.“ Wiederum
stellt sich hier die Frage, warum er dies im Fall Ackermanns anders hétte sehen sollen.

So bemerkt etwa der bedeutende Mathematiker Otto Holder (1859-1937) in seinem Buch iiber die
mathematische Methode iiber die ,neuerdings bisweilen als Logistik bezeichnete®, ,rechnende Logik®:
»Im Grunde kann ich aber auch der so erweiterten Formallogik keine iiberméfige Bedeutung zuerken-
nen.” Er fiihrt als Stiitze den Neokantianer Paul Natorp an, der ,mit Recht“ sage, ,dass die Logistik



Sein Sohn schreibt dazu: ,Da er als reiner Vertreter der mathematischen Logik schliefsi-
lich erkennen muftte, dafs sich ihm zu dieser Zeit und wéahrend einer Erkrankung seines
Lehrers Hilbert keine Aussichten fur die Universitidtslaufbahn boten, entschied er sich
1927 fur den hoheren Schuldienst, fiir den er die erste Priifung ja besafs und die zwei-
te 1928 bestand.“ Ende der 20er Jahre zeichnet sich bereits eine Verschlechterung der
wirtschaftlichen Lage ab, die schlieklich in die groffen Weltwirtschaftskrise fiihrte. Dass
sich ein Fachbereich in einer schlechten wirtschafltichen Gesamtlage entschlieft, in ein
(vermeintliches) Randgebiet zu investieren, ist eher unwahrscheinlich. Vielleicht wollteq
Ackermann also mit Ergreifung des Lehrerberufes lediglich in wirtschaftlich schwieri-
gen Zeiten gesicherter Lebensumsténde fiir sich und seine junge Familie zu schaffen. Im
Gegensatz zu der von Reid préasentierten Geschichte bedauerte Hilbert Ackermanns Ent-
scheidung fiir den Schuldienst und schlug Ackermann sogar vor, sich fiir ein Jahr vom
Schuldienst beurlauben zu lassen, um Hilbert bei seiner Grundlagenforschung zu unter-
stiitzen; vgl. das Zitat aus einem Brief Hilberts an Ackermann vom 11. 6. 1928 in |1, S.
3.7

Den Lehrerberuf hatte Ackermann als Option schon frither im Auge gehabt. Andern-
falls hétte er ja nicht die dafiir notwendigen Priifungen absolviert hatte. Auch war, wie
schon eingangs erwihnt, sein Vater Lehrer.® Er hat auch wohl in diesem Beruf mehr als
eine durch ungiinstige Umsténde erzwungene Notlosung gesehen. Sein Sohn [1, S. 182]
schreibt, dass er ein ,durchaus zufriedener und geschitzter Gymnasiallehrer war. Am
Arnoldinum war er von 1929 bis 1948 tétig; seit 1935 als Studienrat. Am 5. Mérz 1933
fanden die letzten, bereits unfreien Wahlen zum Reichstag statt, aus denen die NSDAP
als Sieger hervorgingen. Zum 1. Mai dieses Jahres trat Ackermann der NSDAP bei. Er
war also das, was man damals ironisch als einen ,Méirzgefallenen” verspottete.® Willi
Feld [16, S. 113] berichtet in seinem Buch tiber BURGSTEINFURT IN DER NS-ZEIT, dass
Ackermann einem Auftrag nachkam, Berichte {iber die politische Zuverlassigkeit seiner
Kollegen zu verfassen. Nach dem Krieg kehrte er 1948 in seine Heimatstadt Herscheid
zuriick und unterrichtete in Liidenscheid bis 1961 am Geschwister-Scholl-Gymnasium.
Ackermann verstarb unerwartet am 24.12.1962 infolge eines Schlaganfalls.

Auch als Lehrer hielt Ackermann Kontakt mit der akademischen Forschung. Burg-
steinfurt mit seiner N&he zu Miinster war dabei ein Standortvorteil. An der Westfa-
lischen Wilhelms Universitét wirkte seit 1928 Heinrich Scholz (1884-1956). Zuvor war
Scholz zunéchst Professor fiir evangelische Theologie in Breslau, spater dann, ab 1921, fiir
Philosophie in Kiel. Angeregt von der Lektiire der PRINCIPIA MATHEMATICA von Bert-
rand Russell (1872-1970) und Alfred North Whitehead (1861-1947), einem dreibdndigen
Grundlagenwerk der modernen Logik, absolvierte er jedoch noch ein Studium der Mathe-

auch innerhalb der Mathematik eine vergleichsweise untergeordnete Provinz darstelle;* [39, S. 5].

"Ich will die Erérterung der ,Heiratsfrage® mit einer Bemerkung abschlieRen, die von Wallwitz [47, S.
159, Fn. 160] beziiglich einer anderen Hilbert-Anekdote macht: ,Anekdoten iiber groke Mathematiker
sind genauso oft echt oder falsch wie Kunstwerke grofer Maler.“

8 Auch sein Sohn Hans Richard wurde spéter Gymnasiallehrer fiir Mathematik; vgl. [1, S. 181].

9 Ackermann hatte es nur ,ganz knapp geschafft*, in die NSDAP aufgenommen zu werden. Diese hatte
nach dem Wahlerfolg vom Mérz eine Aufnahmesperre erlassen, um den Zustrom bloff opportunisti-
scher Mitglieder zu verhindern.



matik.' Im Jahre 1928 folgte Scholz einem Ruf auf einen Lehrstuhl der Philosophie in
Miinster, wo er einen Forschungsschwerpunkt fiir mathematische Logik und die Grundla-
gen der Mathematik aufbaute. Dieser Arbeitskreis ist als ,,Schule von Miinster” bekannt
geworden und entwickelte sich zu einem Zentrum logischer und grundlagentheoretischer
Forschung, aus dem nach dem Krieg eine Reihe von Professoren der mathematischen Lo-
gik hervorgingen (Karl Schroter 1948 an der Humboldt-Universitét in Berlin, Hans Her-
mes 1953 zunéchst als Nachfolger von Scholz in Miinster, dann 1966 in Freiburg, Gisbert
Hasenjéger 1962 in Bonn). Scholz war auch, wie man heute sagen wiirde, ,international
gut vernetzt* und hatte enge Beziehungen speziell zu bedeutenden polnischen Logikern
wie Jan Lukasiewicz (1878-1956) and Alfred Tarski (1901-1983). Dartiber hinaus hatte
er ein gutes Gespiir fiir wichtige Neuentwicklungen auf dem Gebiet der Logik wie etwa
Alan Turings (1912-1854) Konzept der Turingmaschine. Schlieflich wird Ackermann als
Mitverfasser des damals wichtigsten deutschsprachigen Lehrbuchs der mathematischen
Logik kein Unbekannter gewesen sein.!!

Wenn Ackermann also selbst 1928 hétte entscheiden kénnen, wo er als kiinftiger Ma-
thematiklehrer arbeiten wollte, ware Miinster als ein sich entwickelndes Zentrum mathe-
matisch-logischer Forschung eine naheliegende Option gewesen — und Burgsteinfurt mit
seiner Ndhe zu Miinster die zumindest zweitbeste M6glichkeit. Vielleicht ist er aber auch
dem Arnoldinum von der Schulbehérde einfach zugewiesen worden. Dann hétte er die
sich aus der Ndhe zu Miinster ergebenden Moglichkeiten sicherlich als einen Gliicksfall
angesehen. Im Jahre 1948 zog es ihn aber offensichtlich in seine Heimat und er wechselte
an ein Gymnasium in Liidenscheid, wo er 1957 zum Oberstudienrat avancierte und 1961
pensioniert wurde.

Im Jahre 1953 wurde er dann auch zum Honorarprofessor der Mathematisch-Natur-
wissenschaftlichen Fakultdt der Universitdt Miinster ernannt. Im selben Jahr wurde er
auch von der Gottinger Akademie der Wissenschaften als korrespondierendes Mitglied
aufgenommen. In seiner Eigenschaft als Honorarprofessor gab er, wie Hans Hermes in
seinem Nachruf berichtet, regelméfig bis drei Tage vor seinem Tod Vorlesungen iiber
logische und grundlagentheoretische Themen. Ackermann veréffentlichte auch noch eine
ganze Reihe von Artikeln iiber logisch-mathematische Themen in wissenschaftlichen Zeit-
schriften. Auch die Mo6glichkeit einer Riickkehr in die akademische Welt eroffnete sich fiir
ihn noch einmal. Kurz nach dem Zweiten Weltkrieg wurde ihm {iber den Mathematiker
Friedrich Karl Schmidt (1901-1977) eine Professur an der Universitat Jena angeboten,
die Ackermann jedoch nach einigem Zogern ablehnte; vgl. [1, S. 199].

Auch als Gymnasiallehrer fiir Mathematik war Ackermann also als Forscher und Au-
tor, als Akademiemitglied und als moéglicher Kandidat fiir eine Professur noch Teil der
akademischen Welt. Auch veroffentlichte er weiterhin in mathematischen Fachzeitschrif-
ten sowie einen Aufsatz zur mathematischen Grundlagenforschung in der philosophischen

10Sein Schiiler und Nachfolger Hans Hermes schreibt im Vorwort einer Sammlung von Scholzens Aufsét-
zen [20, S. 17]: ,Er absolvierte — bereits ein fertiger Ordinarius der Philosophie — in Kiel ein volles
Studium der Mathematik und theoretischen Physik. Ihm sind die Ergebnisse der Mathematik nicht
ohne Anstrengung in den Schof gefallen.*.

Hgcholz [42, 432, Fn. 26] bezeichnet das Lehrbuch von Hilbert und Ackermann als eine ,mustergiiltige
Einfithrung” in die neue Logik.



Zeitschrift Ratio.'? Er war ein recht vielseitiger Logiker, der sich mit einer Reihe von The-
men und Teilsdisziplinen der Logik beschéftigte: der Theorie der rekursiven Funktionen,
der Berechenbarkeit, der Entscheidbarkeitstheorie, der Beweistheorie, der Mengenlehre,
den typenfreien Logiken mit unbeschriankten Komprehensionsprinzip und der strengen
Implikation (Relevanzlogik). Einen kurzen Uberblick gibt Hans Hermes in seinem Nachruf
[19], ausfiihrlicher ist die Darstellung von Dieter Remus [41]. Auf einige dieser Themen;
werde ich unten im Abschnitt 4 zurtickkommen;;

2 Die Ackermann-Funktion

Worum geht es nun aber bei der Funktion, die mit Ackermanns Namen verkniipft ist
und fiir die er laut WIKIPEDIA beriihmt geworden ist? — Im Jahr 1887 veroffentlicht
der Mathematiker Richard Dedekind (1831-1916) eine kleine Schrift WAS SIND UND WAS
SOLLEN DIE ZAHLEN, in der er zeigt, wie das Rechnen mit natiirlichen Zahlen (0, 1, 2,
... )13 streng logisch begriindet werden kann. Dabei geht er von der (wie wir heute sagen)
Nachfolgerfunktion aus: Die 0 hat den Nachfolger 1, Nachfolger der 1 ist die 2, auf die
die 3 folgt usw. Generell bezeichnet Dedekind den Nachfolger einer Zahl a mit a’. Nun
148t sich die Addition so defnieren:

a+0 = a
{a+b’ = (a+d) (1)

Mit Hilfe dieser Definition lassen sich beliebige Summen errechnen — vorausgesetzt, dass
man (Striche) zéhlen kann. Z.B.:

5+3 (2)
= (5+2)
= (6+1))
= (((6+0))")
- 5///
8

Das Beispiel (2) veranschaulicht, was es geméf der Definition (1) eigentlich heifst b
zu a zu addieren: Man wendet die Nachfolgerfunktion b-mal auf ¢ an. — Mit Hilfe der
Addition kénnen wir dann zunéchst die Multiplikation und mit dieser dann auch die
Exponentierung definieren.

ax0 = 0
{ ®)

axb = axb+a
0
a =1
, 4
{ab o (4)

12 Philosophische Bemerkungen zur mathematischen Logik und zur mathematischen Grundlagenfor-
schung.“ Ratio (1957).
3Dedekind 1Rt in seiner Schrift die Zahlenreihe mit 1 beginnen.



Die Beispiele (1), (3) und (4) sind rekursive Definitionen von Zahlfunktionen.!® Das
gemeinsame Schema dieser Definitionen ist (5).1°

f(a,0) = b
{f(a,m’) = h(a, f(a,m)) ()

Hierbei ist b eine Konstante (etwa 0 im Falle von (1) und (3) oder 1 im Falle von (4))
und h die Nachfolgerfunktion (im Beispiel (1)) oder eine bereits rekursiv definierte Funk-
tion (wie die Addition im Falle von (3) oder die Multiplikation im Falle von (4)). Alle
Funktionen, die ausgehend von der Nachfolgerfunktion dem Schema (5) geméfs definiert
werden konnen,'® werden , primitiv-rekursiv® genannt; vgl. [36, S. 60fF 17 Neben den oben
angefiithrten Funktionen sei noch als ein weiteres Beispiel einer primitiv-rekursiver Funk-
tionen die zweistellige e-Funktion genannt, fiir die e(m,n) = 0 genau dann gilt, wenn
m = n ist, und die sonst den Wert 1 annimmt. Wie die e-Funktion genau auf die Nach-
folgerfunktion zuriickzufiihren ist, kann man z.B. in [36, S. 65| nachlesen. Diese Funktion
werden wir spater noch bendtigen. Diese Funktionen zeichnen sich dadurch aus, dass
sich fiir vorgelegte Argumente die zugehdrigen Werte durch Riickgriff, Rekursion, auf die
Werte kleinerer Argumente effektiv — d.h. nicht nur ,im Prinzip“, sondern ,wirklich—
berechnen kann: das Resultat der Berechnung ist in der Zahlenreihe wirklich aufweisbar.
Auf den Begriff der Berechenbarkeit werden wir im néchsten Abschnitt noch zu sprechen
kommen.

Die Ackermannfunktion ist nun eine Zahlfunktion, die zwar die effektive Berechnung ih-
rer Werte fiir vorgelegte Argumente durch Rekursion gestattet, dabei aber nicht primitiv-
rekursiv ist. Ackermann bestimmt sie urspriinglich auch nicht in der Weise, wie oben
Addition, Multiplikation und Potenzierung definiert wurden, sondern macht von ,ho-
herstufigen“ Funktionen Gebrauch, die nicht nur Zahlen, sondern neben Zahlen auch
Zahlfunktionen als Argumente nehmen. Funktionen, die natiirlichen Zahlen als ihren Ar-
gumenten wiederum natiirliche Zahlen als Werte zuordnen, nennt Ackermann |2, S. 495]
,Funktionen vom Typ 1“ Offensichtlich gehoren die primitiv-rekursiven Funktionen zu
diesem Typ. Von diesen Funktionen unterscheidet er Funktionen des Typs 2, bei denen
zumindest ein Argument eine Funktion vom Typ 1 ist. Ein Beispiel fiir eine solche Funk-
tion ist die Iteration g: g(a, f,n) ist die n-malige Anwendung der Funktion f ersten Typs
auf ein Argument a.

{ o(f,a,0) = a (6)
Q(faa7n+1) = f(@(faaan))

So gilt z.B., (vgl. 0. (2)) o(’,5,3) = 8; d.h., die 3-malige Anwendung der Nachfolge-

operation " auf das Argument 5 ist 8.Mit Hilfe von Funktionen des Typs 1 konnen nun

4 Als Zahlfunktionen bezeichne ich hier Funktionen deren Argumente und Werte natiirliche Zahlen sind.

5 Tatséchlich bendtigt man ein allgemeineres Schema als das von (5); vgl. dazu etwa [19, S. 60-67] oder
[13, S. 46-55]. Fiir das Weitere spielt dies hier aber keine Rolle.

%Die obige Darstellung ist vereinfachend. Als Ausgangspunkte fiir die Definition neuer Funktionen
sind neben der Nachfolgeoperation und der Konstanten ,0“ auch noch die Identitédtsfunktionen
U(a,-++,b,-,c) = b zuléssig. Ferner ist neben der Anwendung von Schema (5) auch noch die Ver-
kettung von Funktionen erlaubt. Vgl. etwa das im obigen Text zitierte Lehrbuch [36].

"Das Adjektiv ,primitiv* ist dabei natiirlich nicht pejorativ gemeint, sondern soll zugleich die Urspriing-
lichkeit und die Einfachheit der so bezeichneten Funktionen ausdriicken.



wiederum Typ-1-Funktionen definiert werden. So kénnte man z.B. die drei oben durch
Rekursion definierten Funktionen (7) alternativ mittels ¢ definieren.!®

(a) a+b=p(Am.m' a,b)
(b) axb=p(Am.m+a,0,b) (7)
(¢) a® =o(Am.mxa,l,b)

Ein Beispiel fiir eine Typ-1-Funktion, die mittels einer Typ-2-Funktion definiert wird,
ist gerade die von Ackermann ,,¢*° genannte Funktion, auf die wir gleich zuriickkommen
werden. Bei einer solchen Definition stellt sich natiirlich die Frage, ob dieser Weg iiber
den hoheren Typ wirklich notwendig ist oder ob er vermieden werden kann. Dies ist genau
das Problem, das Ackermann in seinem Artikel ,Zum Hilbertschen Aufbau der reellen
Zahlen“ von 1928 negativ entscheidet,'? indem er als Gegenbeispiel eine Typ-1-Funktion
angibt, von der er zeigen kann, dass sie ohne Zuhilfenahme einer Typ-2-Funktion nicht
definierbar ist, wenn man lediglich so einfache Formen der Rekursion zuléfst wie in unseren
Beispielen (1), (3) und (4). Dieses Gegenbeispiel ist die Ackermann-Funktion.2’

Die Typ-2-Funktion, mittels derer Ackermanns seine Funktion ¢ definiert, ist nun
gerade die oben erwiahnte Funktion g; vgl. (6). Neben dieser Funktion wird eine weitere,
noch zu erlduternde, zweistellige Hilfsfunktion o (vom Typ 1) bendétigt. In (8) steht der
A-Term Ac.p(a,c,n) fir die Funktion, die jeder natiirlichen Zahl m als Argument als
zugehorigen Wert die Zahl ¢(a,m,n) zuordnet.

{gp(a,b,O) = a+b

o(a,b,n+1) = o(Ae.p(a,c,n),ala,n),b) (8)

Die zweistellige Hilfsfunktion o bestimmt Ackermann so, dass a(a,n) gleich a ist, aus-
genommen in den Fallen, in denen n = 0 oder n = 1 ist. Dann soll auch ihr Wert 0 bzw. 1
sein. Wenn das dritte Argument von ¢ gleich 0 ist, spielt die Funktion « keine Rolle; vgl.
die erste Zeile von (8). Fiir die Bestimmung von ¢(a,b,1) kommt jedoch der Fall n =0

8Ein ,A\-Term“ Mv.T(v), wobei v eine Variable und T'(v) ein Ausdruck ist, der diese Variable enthélt,
steht fiir die Funktion, die jedem Argument o als Wert das Objekt w zuordnet, welches T bezeichnet,
wenn v als fiir o stehend interpetiert wird. Z.B. steht Am.m? fiir die Funktion, die jeder Zahl m ihr
Quadrat zuordnet. — (7a) wiére also z.B. so zu lesen: Die Summe von a und b (also: a + b) erhalt
man, wenn man die Nachfolgerfunktion (also: Am.m') b- mal auf a anwendet.

9Eine Bemerkung Hilberts zum Schluff eines Vortrags ,Uber das Unendliche®, den er auf einem in
Miinster 1925 abgehaltenen Kolloquium gehalten hat, 1d#t vermuten, dass Ackermann sein Resultat
bereits in diesem Jahr oder sogar noch friiher erzielt hat.

20 Ackermanns Beweis ist mehrfach durch die Angabe von Funktionen modifiziert worden, die einfacher
als seine Beispielfunktion sind aber dasselbe leisten. Eine solche Funktionen wird dann oft auch als
»<Ackermann-Funktion“ bezeichnet. Ich folge hier Ackermanns urspriinglicher Darstellung in seinem
Aufsatz von 1928



der zweiten Zeile von (8) zum Tragen. Es ist dann:

¢(a,0,0+1) = o(Ac.p(a,c,0),a(a,0),b)
v(a,b,1) = o(Acp(a,c,0),0,0)
= o(Ac.a+¢,0,b)

= 0+a+-+a
——— ——
b-mal

= axb

Der néchste Schritt (n = 2) filhrt zur Potenzierung von a mit b. Hier ist der von der
Hilfsfunktion a gelieferte Wert 1.

©(a,b,1+1) = o(re.p(a,c,1),a(a,1),b)
¢(a,b,2) = o(Ac.axc,1,b)

= 1lxax--xa (10)
—_———
(b-mal
b

= a
Fiir n = 3 erhélt man eine Operation, die ,Tetration genannt wird; sie ist die vierte
(gr. tetra- = vier-) in der Reihe der Operationen, die schrittweise nach dem Schema (8)
erzeugt werden konnen.

p(a,0,2+1) = o(Acp(a,c 2),a(a,2),b)
©(a,b,3) = o(Ac.a®,a,b) (11)
_ aa;'a } b-mal

Die Funktion ¢ oder eine ihr &hnliche Funktion wird in der Fachliteratur zumeist
als ,,Ackermannfunktion bezeichnet, obwohl sie nicht dessen Beispiel fiir eine Typ-1-
Funktionen ist, die nicht ohne Hilfe von Typ-2-Funktionen definiert werden kann. Diese
Funktion, die ich hier ,Af* nennen mochte, definiert Ackermann wie in (14).21

Af(a) = p(a,a,a) (12)

Mit Hilf der Gleichungen (8) — (11) lassen sich nun als Beispiele die ersten vier Werte
von Af ermitteln.

Af(0) = #(0,0,0) = 0+0 = 0

Af(1) = ¢(1,1,1) = 0+1 = 1

Af(2) = 0(2,2,2) = 22 = 4 (13)
533

Af(3) = ¢(3,3,3) = 3% = 7.625.597.484.987

Man sieht, dass Af sehr schnell zu enormen Werten fiihrt. Ackermann, benutzt dies,
um im zweiten und dritten Teil seinem Aufsatzes zu zeigen, dass Af, das selbst ja vom
Typ 1 ist, schneller wéchst als jede Funktion, die mittels Funktionen vom Typ 1 ohne

21 . . . . . . . .
Ackermann fiihrt fiir sie keinen Namen ein und bezeichnet sie einfach als ,,p(a,a,a)*.



Zuhilfenahme von Typ-2-Funktionen definierbar ist. Die Zulassung von Funktionen des
Typs 2 in rekursiven Definitionen wiirde also die Klasse der definierbaren Funktionen
erweitern.

Af ist also die Funktion, mittels derer Ackermann seine Behauptung iiber Typ-2-
Funktionen beweist. Sie konnte daher mit Recht als , Ackermannfunktion” bezeichnet
werden. In der Fachliteratur wird aber nicht diese Funktion, sondern ¢ (oder eine verein-
fachte Modifikation von ¢) als Ackermannfunktion bezeichnet. Auch werden diese ,,Acker-
manfunktionen” dann durch Gleichungen angegeben, in denen nur Typ-1-Funktionen vor-
kommen. Dies scheint zunéchst der obigen Behauptung zu widersprechen, dass Acker-
mann mit seinem Beispiel die Existenz solcher Typ-1-Funktionen nachgewiesen habe,
die nicht ohne Zuhilfenahme mindestens einer Typ-2-Funktion definiert werden koénnen.
Oben wurde aber lediglich gesagt, dass dies bei Zugrundelegung des einfachen Rekursi-
onsschemas (5) gelte. Laft man jedoch auch solche rekursiven Definitionen zu, in denen
der gleichzeitige Riickgriff auf vorher ermittelte Werte nicht nur fiir eine, sondern gleich-
zeitig fiir mehrere Variablen erlaubt ist, so 14ft sich die Ackermannfunktion in diesem
erweiterten Rahmen — durch, wie man sagt — ,simultane* Rekursion definieren. Dass
seine Funktion auch so definierbar ist, war auch schon Ackermann selbst bekannt, denn
er bemerkt; vgl. [2, S. 120]: ,Die Ausschliefung von simultanen Rekursionen ist fiir unsere
Behauptung wesentlich. Es gelten némlich die folgenden Formeln:??

(a) ¢(a,b,0) = a+b,
(b) ¢(a,0,n+1) = oa(a,n), (14)
() ¢la,b+1,n+1) = ¢(a,p(a,bn+1),n)"

Definition (14) von ¢ folgt jedoch nicht dem Schema der primitiven Rekursion: die Klausel
(c) fithrt den Wert des Argumenttripels (a,b+1,n+1) zugleich auf die Werte zweier Tripel
zuriick, von denen eines den Vorginger des zweiten und das andere den Vorgénger des
dritten Arguments enthélt. Es ist auch nicht moglich, die Definition (14) durch eine
gleichwertige zu ersetzen, die dem Schema der primitiven Rekursion geniigt, da ja ¢
schneller wichst als jede primitiv-rekursive. Definitionen wie (14) benutzen eine simultane
Rekursion; vgl. dazu |2, S. 120] und [37, S. 185]. Die Ackermannfunktion ist zwar rekursiv,
da sie durch simultane Rekursion bestimmbar ist, und sie ist auch, wie die Beispiele (13)
zeigen berechenbar, sie ist aber eben nicht primitiv-rekursiv.

Damit stellen sich aber zwei Frage: (1.) Auf welche Weise hat man die Klasse der re-
kursiven Funktionen als Erweiterung der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen zu
bestimmen? (2.) Wie steht es mit der Berechenbarkeit der Funktionen der erweiterten
Klasse? Stimmt die erweiterte Klasse mit der Klasse der berechenbaren Funktionen iiber-
ein? Im Rest des vorliegenden Abschnittes behandeln wir die erste Frage und kommen
im folgenden Abschnitt auf die Frage der Berechenbarkeit zuriick. Hier lautet also jetzt
das Problem: Welches zusétzliches Konzept, das bei der Bestimmung primitiv-rekursiver
Funktionen nicht verwendet wird, zeichnet die rekursiven Funktionen aus? — Auf diese
Frage gibt es mehrere, zueinander dquivalente Antworten. Im folgenden soll hier der soge-
nannte p-Operator beschrieben werden; vgl. [36, S. 75ff] oder [43, S. 114f]: pa.P(a) ist die

22Im Originaltext fehlen die Kennzeichnungen (a), (b) und (c) fiir die drei zu unterscheidenden Fille.
Ich habe diese zum Zwecke einer spateren Bezugnahme hier eingefiigt.



kleinste natiirliche Zahl a, die der Bedingung P geniigt. Also ist z.B. ua.Perfekt(a) = 6
(die kleinste vollkommene Zahl — d.h., Zahl, die Summe ihrer echten Teiler ist — ist
6 = 1+ 2+ 3). Eine ,Bedingung* kann hier einfach als eine Funktion aufgefafst werden,
die nur die Werte 1 (erfiillt) oder 0 (nicht-erfiillt) annehmen kann. Der p-Operator ist
eine Typ-2-Funktion im oben erlduterten Sinne: er ordnet einer Bedingung ¢ die kleinste
Zahl m = pa.p(a), die diese Bedingug erfiillt, fiir die also p(a) = 1 gilt.23 Wenn es eine
solche Zahl nicht gibt, so ist pa.@(a) undefiniert. Als p-rekursiv wird nun eine Funkti-
on bezeichnet, die ausgehend von der Nachfolgerfunktion (und den in Fn. 16 erwidhnten
kombinatorischen Operationen) mit Hilfe des Schemas (5) der einfachen Rekursion und
des p-Operators definiert werden kénnen; vgl. fiir eine mathematisch prézise Definition
[36, S. 90]. Was der p-Operator nun fiir die Bestimmung der rekursiven Funktionen und
speziell fiir die der Ackermannfunktion genau leistet, ist nicht unmittelbar ersichtlich
und verlangt eine etwas ausfiihrlichere Erklarung, die ich nun zu geben versuche, ohne
allzu weit auf die technischen Details einzugehen. Die Grundidee des Folgenden ist es,
zu zeigen, dass sich fiir jede natiirliche Zahl m die Berechnung des Wertes von Af(m)
durch eine primitiv-rekursive Funktion g,, darstellen 1afst, mittels derer man dann den
Wert Af(m) mit Hilfe des pu-Operators bestimmen kann.

Als Beispiel betrachten wir die Berechnung von Af(2). Der erste Schritt zur Funktion
g2 ist die Aufstellung der Tabelle (15) zur Ermittlung von Af(2).

’ Schritt ‘ Berechnung H Begriindung ‘

0] Af(2) Aufgabe

1] ¢(2,2,2) Def. vonAf

2 [ ¢(2,0(2,1,2),1) 14-(a)

31 0(2,0(2,0(2,0,2),1),1) || 14-(c)

41 o(2,0(2,(2,1),1),1) 14-(b)

51 0(2,¢(2,1,1),1) Def. von

6| v(2,0(2,¢(2,0,1),0),1) || 14-(c)

71 e(2,0(2,a(2,0),0),1) | 14-(b)

81 ¢¥(2,¢(2,0,0),1) Def. von «a (15)
9 ¢(2,2+0,1) 14-(a)
10 | ¢(2,2,1) 2+0=2
11 | (2,¢(2,1,1),0) 14-(c)
12 | p(2,0(2,4(2,0,1),0),0) || 14-(c)
13 | ¢(2,0(2,a(1,0),0),0) || 14-(b)
141 ¢(2,¢(2,0,0),0) Def. von «a
15 | ¢(2,2+0,0) 14-(a)
16 | ©(2,2,0) 2+0=2
1712+2 14-(a)
18 |4 2+ 2 =4, Ergebnis

Die beiden ersten Spalten der Tabelle (15) legen eine Funktion fest, deren Argumentbe-

ZDen Status des pu-Operators als Funktion zweiten Typs kénnte man expliziter machen, wenn man statt
spa.p(a) ,u(Aa.p(a))“ schriebe.
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reich die Menge der natiirlichen Zahlen von 0 bis 18 ist. Die Elemente des Wertebereichs
sind Zeichenreihen einer mathematischen Notation, z.B. Ziffern wie ,4 oder komplexe
Ausdriicke wie ,,p(2, 9(2,(2,0),0),1)“. Jeder Zahl m < 18 ist die Zeichenreihe der zwei-
ten Spalte zugeordnet, die in der m-ten Zeile steht. Das ist aber noch nicht das, was
wir haben wollen: ndmlich: eine Zahlfunktion. Zur Erinnerung: die Berechnung (15) soll
als eine primitiv-rekursive Zahlfunktion g dargestellt werden. Der Wert fiir das Argu-
ment 2 in der Tabelle (15) ist z.B. die Zeichenreihe (2, p(2,1,2),1)“. Was wir uns als
Wert wiinschen, ist jedoch nicht diese Zeichenreihe selbst, sondern eine Kodezahl, aus
der sich aber diese Zeichenreihe erschliefen 1aft. Entsprechendes gilt fiir die anderen
Zeilen, wobei natiirlich die jeweils zugeordneten Zahlen aus ein und demselben Kodesys-
tem stammen. Ein solches Kodesystem, das Zeichenreihen natiirliche Zahlen zuordnet,
nennt man nach dem Mathematiker und Philosophen Kurt Godel (1906-1978) eine ,;G6-
delisierung”. Die einer Zeichenreihe z durch eine Gdédelisierung zugeordnete Zahl ist die
Godelzahl dieser Zahl. Eine Godelisierung muss folgende Bedingungen erfiillen 36, S. 4]:
(1.) Verschiedene Zeichenreihen haben auch verschiedene Godelzahlen. (2.) Die Godel-
zahl einer Zeichenreihe lafst sich mittels eines Algorithmus effektiv ermitteln. (3.) Man
kann effektiv feststellen, ob eine Zahl eine Godelzahl ist und, (4.) falls dies so sein sollte,
zu welcher Zeichenreihe sie gehort. — Im folgenden setzen wir von eine feste, bestimmte
Godelisierung voraus, ohne diese jedoch genauer zu beschreiben. Detaillierte Beschrei-
bungen verschiedener Godelisierungen findet man in der Literatur; vgl. etwa [13, S. 56]
oder [36, S. 91]. Die Godelzahl einer Zeichenreihe z wollen wir mit ,,"2", die durch eine
Godelzahl m kodierte Zeichenreihe durch ,, m “ bezeichnen. Die urspriingliche Tabelle
(15) ersetzen wir also nun durch die in (16) in abgekiirzter Form angegebene.

0] TAf(2)
1 r<,0(2,2,2)-I (16)
13 4

Die durch (16) festgelegte Funktion soll ¢o heifen: , ¢ wie , Teil“. Der Index ,2* soll daran
erinnern, dass wir es mit der Berechnung von Af(2) zu tun haben.

Von der Tabelle 16 kann man den Wert von Af(2) ablesen: 4. Das erscheint trivial, ist
es aber nicht, denn was in der Zeile (18) der Tabelle ,in Wirklichkeit“ steht, ist ja nicht die
Ziffer 4, sondern ein Zahlenkode fiir diese Ziffer. Erst die Dekodierung liefert dann die Zahl
4= "4",. Die Funktion to der Tabelle 16 ist aber immer noch nicht das, was wir haben
wollten, ndmlich: eine fiir alle natiirliche Zahlen definierte Funktion go (,,¢* wie ,,gesamt®),
die diesen als Argumenten wiederum natiirliche Zahlen als Werte zuordnet und deren von
den Argumenten 0, 1,---, 18 bestimmten Anfangsstiick mit ¢y iibereinstimmt. Es soll also
jedenfalls go(m) = to(m) fiir jedes m < 18 gelten, wobei fiir m > 18 die zugehorigen
Werte go(m) noch zu ergénzen sind. Nun wird man vielleicht sagen, dass diese noch zu
bestimmenden Werte vollig gleichgiiltig sind, da ja das Ergebnis unserer Berechnung, also
(nach Dekodierung) die Zahl 4, bereits der Zeile (18) der Tabelle 16 zu entnehmen ist.
Wenn wir also darauf bestehen wollen, dass die Funktion, die die Berechung von Af(2)
reprasentiert, total sein soll, so konnten die noch fehlenden Werte von gs fiir die Zahlen

11



nach 18 eigentlich vollig beliebig gewéhlt werden. Das ist zwar richtig, aber Folgendes ist
dabei zu bedenken. Fiir die Funktion to ist vollig klar, wie das Ergebnis der Berechnung
zu ermitteln ist: es steht in der Schlusszeile der Tabelle 16, also in der Zeile (18). Wenn
wir nun aber go in der geschilderten Weise zu t5 ergénzen, dann gibt es keine Schlusszeile
der zugehorigen Wertetabelle mehr: die Tabelle wird ,,unendlich®.

Wir haben also bei der Ergénzung von ty zu go darauf zu achten, dass die Zeile (18)
in irgendeiner Weise ausgezeichnet ist, so dass man sie unter den unendlich vielen Zeilen
der Wertetabelle von gy als Resultatzeile identifizieren an. Genau hier kommt nun der
pu-Operator ins Spiel. In der Tabelle (16) fiir to wird keine Zeile wiederholt. Wére dies
namlich der Fall, so wiirde sich der Teil der Tabelle, der zwischen dem ersten Auftreten
der wiederholten Zeile und der ersten Wiederholung stets selbst wiederholen, da ja nach
den Regeln (14) fiir die Ackermannfunktion stets eindeutig festgelegt ist, welche Regel
anzuwenden ist und demnach auf die erste Wiederholung dasselbe folgen miifite wie auf
die wiederholte Zeil selbst. Man wiirde also im geschilderten Fall gar nicht in der Zeile (18)
zu einem Ergebnis kommen, sondern wére in einer Endlosschleife geraten. Bestimmen wir
daher die Komplettierung von ts zu go so, dass fiir alle m > 18 go(m) = t2(18) gilt, so
wiirde das Anfangsstiick der Wertetabelle fiir die so modifizierte Funktion so wie in (17)
aussehen.

0| "Af(2)

1] 79(2,2,2)

: : 17
18 oy (17)
19 4"

die urspriingliche Endzeile (18) eindeutig als die Zeile bestimmt, die sich als erste wieder-
holt. Die Zahl 18 wire also die kleinste Zahl, die die Nummer einer sich wiederholende
Zeile ist und wir konnen nun das gesuchte Resultat unserer Berechnung von Af(2) als
g2(pm(e(ga(m),ga(m’)) = 0)), bestimmen: Der Wert der Ackermannfunktion fiir das
Argument 2 ist die Dekodierung des Wertes der Funktion go fiir die kleinste Zahl m, fiir
die der Wert der Funktion go gleich dem Wert dieser Funktion fiir ihren Nachfolger m/
ist.24

Dieselben Uberlegungen, die wir gerade fiir die Berechnung von Af(2) angestellt haben,
lassen sich natiirlich auch fiir jede andere natiirliche Zahl machen. Fiir eine beliebige Zahl
a 1aft sich analog zu go eine Funktion g, bestimmen, aufgrund derer dann mit Hilfe des u-
Operators Af(a) ermittelt werden kann. Wir kénnen nun all diese einstelligen Funktionen
Jgo, g1, g2, - .. zu einer zweistelligen Funktion g zusammenfassen, indem wir bestimmen,
dass g(a,b) = go(b) sein soll. Mit g(a,b) wird auf die b-te Zeile Tabelle verwiesen, die
analog zur Tabelle (17) fiir das Argument a statt 2 aufgebaut ist. Es gilt dann also:

Af(a) = g(a, pm(e(g(a,m),g(a,m’)) =0)), (18)

(Man erinnere sich daran, dass € die zweistellige primitiv-rekursive Funktion ist, die einem
Zahlenpaar m,n den Wert 0 genau dann zuordnet, wenn m = n ist.) Dabei lafst sich zeigen,

24Man erinnere sich, dass e(a,b) =0 genau dann gilt, wenn a = b ist.
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dass die Funktion g primitiv-rekursiv ist. Wir haben also mit (18) eine Darstellung der
rekursiven, aber nicht-primitiv-rekursiven Ackermannfunktion, mittels der pu-Operators
und der primitiv-rekursiven Funktion g. Dabei wird pu-Operator nur einmal angewandt.

Offensichtlich kann man das Verfahren, das zur Darstellung (18) der Ackermannfunk-
tion fiihrt, auf alle Funktionen iibetragen, die durch ein Regelsystem bestimmt werden
konnen; sei es nun das Schema der primitiven Rekursion oder eben auch das komplexere
Schema wie es in (14) fiir die Ackermanfunktion angewandt worden ist. Hier einfiigen!
Dies legt nahe, den Begriff der primitiven Rekursivitit dadurch zu erweitern, dass man die
Anwendung des p-Operators neben dem Schema der primitiven Rekursion (und natiirlich
den oben in Fn. 16 erwdhnten kombinatorischen Operationen) als zuldssiges Verfahren
flir die Definition von Zahlfunktionen zulésst. Die so definierbaren Funktionen werden,
wie bereits oben S. 10 erwdhnt, als p-rekursiv bezeichnet. Die Ackermannfunktion ist
also zwar nicht primitiv-rekursiv, aber p-rekursiv.

Es ist auch klar, dass das einmalige Vorkommen eines Ausdrucks der Form pm.P(m)
in der Definition einer Funktion fiir die Berechenbarkeit dieser Funktion kein Problem
darstellt, wenn sichergestellt ist, dass (1.) P selbst berechenbar ist und es (2.) iiberhaupt
eine Zahl a gibt, die die Bedingung P erfiillt. Man hat eben ,nur‘ fiir m = 0,1,2,-- zu
priifen, ob P(m). Nach (1.) fiihrt eine solche Uberpriifung fiir jede Zahl nach endlich
vielen Schritten zu einem Ergebnis und nach nach (2.) stoft man auch nach endlich
vielen Uberpriifungen auf eine Zahl der gewiinschten Art. Diese Uberlegung fiihrt uns
auf das Thema der Berechenbarkeit von Zahlfunktionen.

3 Berechenbarkeit

Die p-rekursiven Funktionen sind also ebenso ,effektiv berechenbar* wie die primitiv-
rekursiven. Allerdings wird die Berechnung eines Wertes fiir eine nicht-primitive rekursive
Funktion in der Regel komplexer sein.?® Die Ackermannfunktion liefert ein Beispiel hier-
flir. Was aber genau bedeutet hier ,Berechenbarkeit“? Eine erste Erklarung ist, dass eine
Funktion berechenbar ist, wenn es ein genau festgelegtes, formales Verfahren gibt, mit
dessen Hilfe man fiir ein vorgelegtes Argument (bzw. vorgelegte Argumente im Falle einer
mehrstelligen Funktion) den Wert ermitteln kann, den die Funktion diesen Argumenten
zuordnet. Ein solches Verfahren nennt man einen ,Algorithmus®. Aus den 1930er Jah-
ren stammen eine Reihe von Aufsétzen, die von ganz verschiedenen Gesichtspunkten aus
exakte Prézisierungen des Begriffs der algorithmischen Berechenbarkeit entwickeln. Fiir
1936 sind vier bedeutende Arbeiten zu nennen: von Alonzo Church (1903-1995), Steven
Cole Kleene (1909-1994), Alan Turing (1912-1954) und Emil Post (1897-1954).26 Ob-
wohl sich diese Prazisierungen des Berechenbarkeitsbegriffs in ihren Grundideen und dem

ZMit der Frage, wie ,schwierig® und ,ressourcenfordernd“ es ist, die Werte berechenbarer Funktionen
zu ermitteln, beschiftigt sich die Komplexitatstheorie. Vgl. dazu etwa [9]. Martin Davis [13, S. 59]
bemerkt iiber die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen: , This class does, in fact, contain all
numerical functions ordinarily encountered.“ Komplexitétstheoretiker interessieren sich daher insbe-
sondere fiir die Klassifikation dieser Funktionen. Vgl. dazu [9, Kap. C, Teil II].

%Der interessierte Leser findet Nachdrucke dieser Arbeiten (sowie weiterer im vorliegenden Kontext
wichtige Arbeiten) in dem von Martin Davis herausgegebenen Sammelband [14].
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entsprechend auch in ihren Formalismen deutlich unterscheiden, lafst sich zeigen, dass sie
einander in dem Sinne dquivalent sind, dass sie alle dieselben Funktionen als berechenbar
auszeichnen. Wegen dieser Ubereinstimmung bezeichnet man die von diesen Verfahren
als berechenbar ausgezeichneten Zahlfunktionen auch einfach als ,rekursiv, ohne eine
der angesprochenen Prazisierungen explizit zu benennen. Dass durch diese unterschied-
lichen Formalismen genau dieselben Zahlfunktionen ausgezeichnet werden, wertet man
als Bestétigung fiir die ,,Church-Turing-These", dass die rekursiven Funktion genau die
berechenbaren sind.?”

Das Adjektiv berechenbar legt nahe, dass damit solche Zahlfunktionen gemeint sind, fir
die ein entsprechend programmierter Computer bei Eingabe von passenden Argumenten
den ihnen durch die Funktion zugeordneten Wert ausgibt.?® Dabei wird eine Program-
miersprache benutzt, um den Computer entsprechend zu instruieren. Fiir die iiblichen
mathematischen Operationen wie die Addition, Subtraktion, Multiplikation usw., die sich
auch auf einen Taschenrechner ausfiihren lassen, haben Programmiersprachen iiblicher-
weise ,eingebaute Funktionen, so dass man sie nicht mehr selbst programmieren muss.
Aber natiirlich kann man diese Operationen auch durch Rekursion selbst programmie-
ren. Fiir die Multiplikation sdhe der Kode in der Programmiersprache Java so wie in (19)

aus.?
int prod(int fst, int snd){

if (snd == 0){
return O;

} else { (19)
return prod(fst — 1,snd) + snd;

}

}

Das ist eine direkte Umsetzung der rekursiven Definition (3): Wenn fst gleich null ist ist,
so ist dies auch prod(fst,snd). Andernfalls aber ist prod(fst,snd) die Summe, deren
erster Summand das Produkt des Vorgangers von fst und snd ist und deren zweiter
Summand snd ist.

Da in Berechnungen mit einer rekursiv definierten Funktion mehrfach auf diese Funkti-
on zuriickgegriffen werden muss, konnen solche Berechnungen aufwendig werden, weshalb
man sie moglichtst zu vermeiden sucht. Dies kann man, indem man eine ,Schleife (,loop®)

27Zur Church-Turing-These vgl. etwa [12, S. 40-45].

285 ist bemerkenswert, dass die Entwicklung der Theorie der rekursiven Funktionen — also der , Theorie
der Berechenbarkeit® — der Computertechnologie vorangeht. Einen Computer, der fahig ist, alle
rekursiven Funktionen zu berechnen, nennt man auch ,/ Turing-vollstdndig‘oder , Turing-méachtig®. Der
erste Turing-méchtige Computer ist die 1941 von Konrad Zuse (1910-1995) gebaute Z3. Allerdings
war diese Eigenschaft nicht von Zuse intendiert und stellt sich erst durch einen Modifikation ein,
die es erlaubt mit der Z3 Schleifen zu berechnen; vgl. [28]. — Es verdient in diesem Zusammenhang
erwahnt zu werden, dass Heinrich Scholz mit Zuse in Verbindung stand; vgl. [48, S. 76].

1ch gebe in den obigen Beispielen jeweils nur den Teil eines Javaprogramms an, der fiir die in Frage
stehende Berechnung relevant ist. Es handelt sich also nicht um ausfiihrbare Programme, sondern
lediglich um die Progammteile, die noch durch weitere Teile zu ergénzen sind, die im vorliegenden
Kontext aber nicht relevant sind.
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verwendet; vgl. (20).

int prod(int fst, int snd){
int prod = 0;
for (int i = 1; i <= snd; i++) {
prod = prod + fst; (20)
}

return prod;

}

In (20) wird die Multiplikation durch einen , for-Loop* bestimmt. Die beiden Zah-
len fst und snd werden miteinander multipliziert, indem zur Null als Ausgangspunkt
iterativ snd-mal fst hinzuaddiert wird. Ein for-Loop funktioniert also so wie die oben
erwdhnte Funktion g. Wir haben mit (19) und (20) zwei Verfahren zu multiplizieren:
die Rekursion und die Iteration. Zahlfunktionen, die man auf die durch (20) veranschau-
lichte Art berechnen kann, nennt man ,Loop-berechenbar“?® Es gilt: Die Klasse der
Loop-berechenbaren Funktionen stimmt genau mit der Klasse der primitiv berechenbaren
Funktionen iiberein; vgl. z.B. [43, S. 113|. Daraus folgt sofort, dass die Ackermannfunkti-
on, da nicht primitiv rekursiv, auch nicht Loop-berechenbar ist. Sie ist aber rekursiv, d.h.,
sie fallt unter die oben erwéhnten formalen, gleichwertigen Préazisierungen des intuitiven
Begriffs der Berechenbarkeit. Dies zeigt, dass Loop-Schleifen nicht ausreichen, um alle
Funktionen berechnen zu kénnen, die im intuitiven Sinne berechenbar sind. Dazu beno-
tigt man einen weiterer Schleifentyp: die While-Schleife. Eine solche Schleife legt eine
Bedingung fest und bestimmt, dass eine Operation so lange ausgefiihrt wird, wie diese
Bedingung erfiillt ist. Ein Programm zur Berechnung des Produkts zweier natiirlicher
Zahlen mittels einer While-Schleife zeigt (21).

int prod(int fst, int snd){
int prod = 0;
while (snd !'= 0){
snd- -; (21)
prod = prod + fst;

}

return prod;

Die Bedingung der Schleife (21) ist, dass snd von als 0 verschieden sein soll. Vor Ausfiih-
rung der Schleife wird zunéchst die Variable prod, die schlieflich das Ergebnis enthalten
soll, gleich Null gesetzt. Die Operation der Verminderung von snd um 1 bei nachfolgender
Addition von fst zu prod wird dann so lange ausgefiihrt, wie die Bedingung snd > 0
erfiillt ist, also snd-mal.

Das Beispiel (21) zeigt, wie man eine for-Schleife — hier (20) — durch eine while-
Schleife ,nachspielen” kann; vgl. [43, S. 103]. Der Gebrauch einer for-Schleife setzt voraus,
dass man die Anzahl der Iterationen der Funktion kennt, mittels derer die zu definierende

30Fiir eine exakte Definition vgl. [43, 101].
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Funktion erklart werden soll. Im Beispiel (20) etwa gibt der zweite Faktor snd an, wie oft
der erste Faktor zur Null hinzuaddiert werden muss, um das Produkt zu erhalten. Fiir die
spezielle while-Schleife (21) ist dies allerdings hier auch der Fall: der Unterschied zwi-
schen den beiden Schleifen besteht bei den zwei Erklarungen der Addition lediglich darin,
dass bei Anwendungen der Instruktion prod = prod + fst bei der for-Schleife vorwérts
(von 1 bis snd), bei der while-Schleife aber riickwérts (von snd bis 1) gezéhlt werden.
Eine while-Schleife muss aber nicht immer ein for-Gegenstiick haben. Eine durch while-
Schleifen berechenbaren Funktionen heift while-berechenbar. 3! Man kann zeigen, dass
jede while-berechenbare Funktion rekursiv ist; vgl. [43, S. 104].

Es ist leicht einzusehen, dass mit einer while-Schleife der Effekt des u-Operators erzielt
werden kann. Ist con eine Bedingung, fiir die die kleinste Zahl gesucht wird, die sie erfiillt,
so iiberpriift man mit 0 beginnend schrittweise die Zahlen 1, 2, ..., bis man auf die erste
Zahl trifft, die con erfiillt.

int least = 0;
if (con(0) == 0){
return O;
} else {
while con(least) != 0 { (22)
least++;
1
}

return least

Da jede rekursive Funktion mittels primitiv-rekursiver Funktionen, also durch Funktio-
nen, die mit for-Schleifen berechnet werden koénnen, und einer einzigen Anwendung
des p-Operators bestimmt werden kann, bedeutet (22), (1.) dass jede rekursive Funktion
while-berechenbar ist, wobei (2.) hochstens (d.h. im Falle einer nicht-primitiv-rekursiven
Funktion) eine einzige while-Schleife ausreicht.?? nur ein einziges Mal herangezogen wer-
den muss (s.0.S. 13), bedeutet das, dass man fiir die Berechnung einer rekursiven Funktion
auch hochstens eine while-Schleife bendtigt.

4 \Weitere Forschungen Ackermanns

Ackermanns Definition der nach ihm benannten Funktion und sein Beweis, dass fiir diese
keine einfache rekursive Definition mittels Typ-1-Funktionen angegeben werden kann,
gehort zu einem Forschungsprojekt seines Lehrers Hilbert, das dieser 1925 in einem Vor-
trag in Miinster auf einer Gedenkveranstaltung fiir den Mathematiker Karl Weierstrafs
(1815-1897) vorgestellt hat. Hilbert skizziert in diesem Vortrag den Versuch eines Be-
weises der sog. , Kontinuumshypothese“.3® Dabei spielt auch Ackermanns Konstruktion

31Vgl. fiir eine exakte Definition wiederum [43, S. 103].

32Rojas’ oben in Fn.28 erwihnte Interpetation von Zuses Z3 als eines Turing-vollstindigen Computers
macht von dieser Tatsache Gebrauch.

33In der Mengenlehre zeigt man, dass unendliche Mengen sich sehr wohl in ihrer ,Gréfe® unterscheiden
konnen. Die Grofe einer Menge ist ihre Kardinalzahl. Die (spezielle) Kontinuumshypothese besagt,
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eine Rolle; vgl. [37, S. 185].34 Hilberts Beweisversuch muss zwar als gescheitert angesehen
werden,® Ackermanns Konstruktion behielt jedoch unabh#nig davon ihre Bedeutung als
ein Beitrag zur Theorie der rekursiven Funktionen.

Dieses Forschungsfeld ist aber nicht das einzige, mit dem sich Ackermann beschéftigte.
Abschliefsend soll noch kurz auf drei weitere Forschungsgebiete hingewiesen, auf denen
er aktiv war. — Das erster dieser Gebiete hdngt mit den rekursiven Funktionen zusam-
men und betrifft die Pridikatenlogik erster Sufe (auch: elementare Pridikatenlogik).3
Die elemetare Pradikatenlogik beschéaftigt sich mit den logischen Beziehungen zwischen
Sétzen, die mittels der aussagenlogischen Verkniipfungen (nicht, und, oder, wenn—dann)
und der Quantoren (fir alle Objekte gilt, fiir mindestens ein Objekt gilt) formuliert wer-
den konnen. Die giiltigen Formeln der elementaren Pradikatenlogik lassen sich nun aus
bestimmten ausgezeichneten Formeln — den préadikatenlogischen Axiomen — nach for-
malen (d.h.: nicht auf die Bedeutung der betreffenden Formeln zurtickgreifenden) Regeln
ableiten (wobei es verschiedene Moglichkeiten fiir die Wahl des Axiomensystems gibt).
Legt man nun eine Godelisierung (s.0.S. 2) der priadikatenlogischen Formeln fest, so kann
man zeigen, dass die Ableitbarkeit aus den Axiomen die Definition einer berechenbare
Zahlfunktion ermoglicht, die jeder natiirlichen Zahl die Godelzahl einer giiltigen Formel
zuweist, wobei die giiltigen Formeln vertreten durch ihre Goédelzahlen vollstéandig erfasst
werden. Man sagt dazu auch, dass die elementaren prédikatenlogisch giiltigen Formeln
aufzdhlbar seien. Das Problem, ob es einen Algorithmus — also ein ,jmechanisches* Ver-
fahren gibt, um herauszufinden, ob eine beliebige préadikatenlogische Formel giiltig ist
oder nicht — also ob ihre Gédelzahl in der Aufzdhlung vorkommt oder nicht — nennt
man das ,Entscheidungsproblem® (der elementaren Pradikatenlogik). Es ist 1928 in der
ersten Auflage des von Hilbert und Ackermann verfassten Logiklehrbuches [38, S. §11]
aufgestellt und 1936 unbabhéngig voneinander und mit verschiedenen Methoden von
dem amerikanischen Logiker Alonzo Church (1903-1995) und von Alan Turing (1912-
1954) negativ beantwortet worden.?” Zwar gibt es kein Entscheidungsverfahren fiir die
volle Pradikatenlogik, doch sind Entscheidungsverfahren fiir spezielle Teilklassen von pré-
dikatenlogischen Formeln bekannt. Ackermann hat sich bis Mitte der 1930er Jahre mit
diesem Problembereich beschéaftigt und spéter eine kleine Monographie zu diesem Thema
verfasst; vgl. [3].

Mitte der 1930 Jahre verlagerte sich Ackermanns Forschungsinteresse auf das Gebiet
der Mengenlehre. Er beschéftigte sich mit dem Problem, einen Beweis fiir die Wider-
spruchsfreiheit der Mengenlehre zu finden, mit dem Verhéltnis von Mengenlehre und

dass es zwischen Rg (,,Aleph—Null“), der Kardinalzahl der Menge der natiirlichen Zahlen und ¢ (c fiir
,Continuum®), der Kardinalzahl der reellen Zahlen keine Kardinalzahl gibt, auf X¢ also direkt ¢ folgt.

34Man beachte, dass Hilberts Vortrag der Verdffentlichung Ackermanss drei Jahre vorausgeht!

35Der US-amerikanische Logiker und Mathematiker Paul Joseph Cohen bewies 1934, dass die Kontinu-
umshypothese in der Mengenlehre ZFC weder beweisbar noch widerlegbar ist, dass sie also ,,unabhén-
gig von den Axiomen dieser Mengentheorie ist. — ,,ZFC* steht fiir die beiden ,Vater“ dieser Theorie:
Ernst Zermelo (1871-1953), Abraham A. Fraenkel (1891-1965) und ,,C* fiir ein spezielles Axiom: das
Auswahlaxiom, engl. ,axiom of choice®.

36 Ackermann hat zusammen mit seinem Lehrer Hilbert eine klassische Einfithrung in die Pridikatenlogik
(mit Ausblicken auf andere Gebiete der Logik) verfafit, vgl. Hilbert/Ackermann.

37Vgl. [10] und [45].
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Logik und legte 1955 eine Axiomatisierung einer eigenen Mengentheorie vor; vgl. [4]. Ein
verwandtes Thema, das er verfolgte, ist die Entwicklung héherer Logiksysteme, in denen
man Prédikate nicht nur wie in der elementaren Pradikatenlogik von Objekten, sondern
auch von Pradikaten selbst aussagen kann, wobei seine Systeme im Gegensatz zu sonst
iiblichen frei von bestimmten Beschriankungen sind, die in anderen Systemen zur Ver-
meidung logischer Widerspriiche gebraucht werden; vgl. z.B. [5]. Diese Forschung ist von
Kurt Schiitte [44, Kap. VIII| aufgenommen worden.

Als letztes Beispiel eines Forschungsfeldes, auf dem Ackermann gearbeitet hat, mdchte
ich seine Theorie der ,strengen* Implikation zu sprechen kommen, die nicht mit ver-
wechseln mit der ,strikten” Implikation (s.u.) des amerikanischen Philsophen und Logi-
kers Clarence Irving Lewis verwechselt werden darf. Fiir die Implikation (wenn-dann-
Verkniipfung), wie sie in der Mathematik verwendet wird,?® symbolisiert man vielfach
durch den Pfeil - und schreibt etwa A — B, was man als Wenn A, dann B liest.? Ich
verwende hier — aus Griinden, die gleich klar sein werden — statt dessen das Symbol
D, das ebenfalls fiir diesen Zweck benutzt wird. Die Bedeutung von A > B durch die
Wahrheitstafel (23) fest. Dabei bedeutet ,w* ,wahr und ,f*  falsch “. Eine konditionale
Aussage der Form A o B ist also genau dann wahr, wenn A falsch oder B wahr ist. Ist
A also wahr, so muss, falls A o B ebenfalls wahr ist, auch B wahr sein.

|A[B[A>B]

wit| ot (23)
f|lw w

f|f w

Nun ergibt sich mit dieser Festlegung, dass die Formeln in (24) giiltig sind. Dabei steht
das Zeichen - in (24-b) fiir die Negation.

(a) A>[B>A] verum ex quodlibet

(b) -A>[A>B] ex falso quodlibet (24)

Diese beiden Prinzipien (ebenso einige weitere, auf die hier nicht eingegangen werden
muss) werden haufig als kontra-intuitiv und paradoxal angesehen und man nenn sie da-
her auch ,Paradoxien der materialen Implikation“, wobei man > als Implikationszeichen
auffasst und A o B als ,impliziert B* oder als ,Aus A folgt B* liest. Wie die lateinischen
Bezeichnungen in (24) bereits nahelegen, hat die Diskussion um diese und verwandte
Prinizipien eine lange Geschichte. In der neueren formalen Logik ist diese Thematik von
dem amerikanischen Philosophen und Logiker Clarence Irving Lewis (1883-1964) wieder
aufgenommen worden. Seine Kritik, auf die hier nicht genauer eingegangen werden kann,
lauft darauf hinaus, dass die durch die Tabelle (23) festgelegte Verkniipfung nicht als
Implikation verstanden werden kann, da es weder stimme, dass ein wahrer Satz A von

387 B.: Wenn die Quersumme einer natiirlichen Zahl durch 3 teilbar ist, dann ist dies auch die Zahl
selbst.

3Die Frage, wie Implikation korrekt zu analysieren seien, gehort zu den #ltesten, bereits in der Antike
diskutierten Problemen der Logik; vgl. Bochenski [8, 133-136].
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jedem beliebigen anderen B impliziert werde, noch dass ein falscher Satz jeden beliebigen
anderen impliziere.*® Lewis und Langford [33, S. 85f] nennen die durch (23) definierte
Aussagenverkniipfung ,,material implication®. Dabei ist das Adjektiv material angesichts
der Tabelle (23) so zu verstehen, dass es fiir die Wahrheit von A > B nur auf die Wahr-
heitswerte von A und B ankommt, die sie faktisch haben. Mit der Behauptung einer
Implikation iibersteigt man aber das blofs Faktische: Dass A B impliziert, heifit, dass
B der Fall sein muss, wenn A wahr ist. Es kann also nicht sein, dass A wahr ist und
zugleich B falsch. Lewis und Langford formalisieren diese Analyse des Wenn—Dann mit
Hilfe des Moglichkeitsoperators <& und definieren mit seiner Hilfe den Begriff eine strikten
Implikation durch folgende Definition:*!

A%BﬁﬁO[A/\ﬁB]. (25)

Ersetzt man in (25) p A ¢ durch das dquivalente p - ¢ und wendet man die Definition

0A < -O-A (26)
def
an, so sieht man, daf A 3 B #quivalent zu O[A — B] ist. Eine strikte Implikation
behauptet also die Notwendigkeit ihres materialen Gegenstiickes. Die Operatoren <& und
O nennt man Modaloperatoren und entsprechend heiftt die Teildisziplin der Logik, die
sich mit ihnen beschéftigt, ,,Modallogik*.

Im Jahre 1936 veroffentlichte Lewis nun zusammen mit Cooper Harold Langford (1895
1964) ein Logiklehrbuch, in dessen von Lewis allein verfassten ,Appendix II* tiber ,/ The
Structure of the System of Strict Implication” fiinf aufeinander aufbauende Systeme der
Modallogik — S1, S2, ..., S5 — angegeben werden. In diesen Systemen (vgl. [33, S. 492—
502]) sind zwar die 3-Entsprechungen von (24) nicht ableitbar, doch bereits im zweiten
dieser Systeme lassen sich (27) und (25) ableiten.

(a) DA3[B=3A4]

(b) - A3[A3B] (27)

Also: (a) Notwendiges folgt aus Beliebigem und (b) aus Unméglichem folgt Beliebiges.
Diese Prinzipien sind natiirlich ebenso wenig akzeptabel wie (24); man bezeichnet sie
daher auch als ,Paradoxien der strikten Implikation“. Ackermann [6] setzt sich nun das
Ziel, einen Implikationsbegriff zu formalisieren, in dem diese Paradoxien nicht gelten.
Er gibt zwei zueinander dquivalente Axiomensysteme unterschiedlichen Stils fiir eine
paradoxienfreie Wenn-dann-Verkiipfung an, die er ,strenge Implikation“ nennt und durch
den Pfeil — symbolisiert. Die Formel A - B ,soll ausdriicken, dass zwischen A und B
ein logischer Zusammenhang besteht, dass der Inhalt von B ein Teil des Inhalts von A
ist, oder wie wir es sonst ausdriicken wollen. Das hat mit der Richtigkeit oder Falschheit
von A und B nichts zu tun,“ |6, S. 113].

4Tewis hat sich in mehreren seiner Schriften mit dieser Problematik auseinandergesetzt. Der friiheste
Aufsatz zu dieser Thematik ist wohl [32].

41Tch habe die Notation etwas modernisiert. Das Zeichen A steht fiir die Konjunktion und. Langford und
Lewis driicken diese einfach durch das Hintereinanderschreiben aus.
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Das von Ackermann initiierte Projekt einer strengen Implikation ist von einer Reihe
von Logiker aufgenommen und weiterentwickelt worden. Hier sind vor allem Alan Ross
Anderson (1925-1973) und Nuel D. Belnap (1930-2024) zu nennen, die ihr zweibéandiges
Werk FEntailment. The Logic of Relevance and Necessity (1975 u. 1992) dem Anden-
ken Wilhelm Ackermanns widmen; vgl. [7, S. v]: ,Dedicated to the memory of Wilhelm
Ackermann (1896-1962) whose insight in Begrindung einer strengen Implikation |...|
provided the impetus for this enterprise.“. Im zweiten Band ihres Werkes bemerken An-
derson und Belnap, dass ,the philosophical views and mathematical results of this book
were inspired almost entirely by Ackermann’s remarkable 1956 paper, Begrindung ei-
ner strengen Implikation. Eine bemerkenswerte Aussage, wenn man bedenkt, dass das
zweibandige Werk von Anderson und Belnap 1291 Seiten umfasst, wéihrend Ackermanns
Aufsatz gerade mal 26 Seiten zdhlt!
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